
Ïàðàëëåëüíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ

óðàâíåíèé àíèçîòðîïíîé äèôôóçèè

Â.Ò. Æóêîâ, Í.Ä. Íîâèêîâà, Î.Á. Ôåîäîðèòîâà

Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è
èíôîðìàòèêè

Äóáíà, 22-27 àâãóñòà 2012 ã.



Ïëàí

Öåëü - èçëîæåíèå àëãîðèòìà óëüòðàïàðàëëåëüíîãî
ìíîãîñåòî÷íîãî êîäà äëÿ àíèçîòðîïíûõ çàäà÷ íà îñíîâå
ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé äëÿ
ñãëàæèâàíèÿ è ðåøåíèÿ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.

I Ââåäåíèå

I Ïðèìåíåíèÿ è âàðèàíòû ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà

I Ïîñòàíîâêà ìîäåëüíîé çàäà÷è

I Îñíîâíûå ýëåìåíòû ìåòîäà

I ßâíî-èòåðàöèîííûå ÷åáûøåâñêèå ñãëàæèâàòåëè

I Ïðèìåðû

I Ëèòåðàòóðà, íàø îïûò



Ââåäåíèå: îá èçîáðåòåíèè ìóëüòèãðèäà

Ðàäèé Ïåòðîâè÷ Ôåäîðåíêî: �Ïóáëèêàöèÿ (1961 ã.) ñâÿçàíà ñ
ïîïûòêîé ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïðîãíîçà ïîãîäû,
ïðåäïðèíÿòàÿ òîæå ïî èíèöèàòèâå Ãåëüôàíäà (ðåøåíèå äâóìåðíûõ
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ñ ó÷¼òîì ñèëû
Êîðèîëèñà). Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ýòèõ óðàâíåíèé íà
êàæäîì øàãå íàäî ðåøàòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà, è èìåííî íà ýòî
óõîäèò áîëüøàÿ ÷àñòü ìàøèííîãî âðåìåíè. Ê ñ÷àñòüþ, ÿ â òî âðåìÿ
íå áûë çíàêîì ñ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè
è íà÷àë ñî "øêîëüíîãî"ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, êîòîðûé ñõîäèòñÿ,
íî î÷åíü ìåäëåííî, è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåçêî ñíèæàåòñÿ ïðè
óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè. Íî ìû óæå èìåëè îïûò àíàëèçà
âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé - íàäî ïðîñìîòðåòü èçìåíåíèå ÷èñåë â
ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, è ïîïûòàòüñÿ ïîíÿòü, ÷òî ìåøàåò åãî
ðàáîòå (âîïðîñ òîëüêî â òîì, êàêèå ÷èñëà ñìîòðåòü è êàê ñìîòðåòü, â
ýòîì äîëæíû ïîìî÷ü òåîðèÿ è èíòóèöèÿ). Óâèäåâ, ÷òî íåâÿçêà
áûñòðî ñòàíîâèòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé è ïîñëå ýòîãî î÷åíü ìåäëåííî
óáûâàåò, íåòðóäíî áûëî äîãàäàòüñÿ, ÷òî íóæíî ðåøàòü óðàâíåíèå
äëÿ êîððåêòèðóþùåé ôóíêöèè íà ñåòêå ñ êðóïíûì øàãîì �.



Ïðèìåíåíèÿ è âàðèàíòû

Ïðèëîæåíèÿ

I Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

I Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ � íåÿâíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

I Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñ è Ýéëåðà

I è ò.ä.

I Ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåñåòî÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ

Âàðèàíòû ìåòîäà äëÿ ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ÓÐ×Ï

I Ãåîìåòðè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷ííûé ìåòîä

I p�ìóëüòèãðèä äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà

I Àëãåáðàè÷åñêèé ìóëüòèãðèä



Ìîäåëü: êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

div(κ grad u)− a0 · u = −f , x ∈ Ω ⊂ R3

κ = κ(x) > 0, a0(x) ≥ 0, Ω = {(x1, x2, x3) : l−α ≤ xα ≤ l+α }.

−κ∂u
∂n

= σ(u − uΓ) + γ, x ∈ Γ, n �âíåøí. íîðìàëü

Äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíà ( a0 = 0, −κ∂u
∂n = γ ):∫

Γ

γ(x)ds =
∫
Ω

f (x)dv .

Äèñêðåòèçàöèÿ � ñòàíäàðòíàÿ 7-òî÷å÷íàÿ, èëè äðóãàÿ, â òîì ÷èñëå è
íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.
Ñåòêè: äåêàðòîâû, ñèëüíàÿ àíèçîòðîïèÿ:

I hmax/hmin ≃ 100− 1000

I κ(x) = diag{a1, a2, a3}, a1 ≫ a2 ≫ a3 > 0



Ðàçíîñòíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à

Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ahuh = fh,

Ah� ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ
ðàçðåæåííàÿ N × N ìàòðèöà.

I Ðàçìåð ñèñòåìû (÷èñëî óçëîâ ñåòêè) N ≃ 109 − 1010.

I Ìíîãîêðàòíîå ðåøåíèå => íóæíî áûñòðîäåéñòâèå
& 10−7 ñåê. íà óçåë ñåòêè => íóæåí
óëüòàïàðàëëåëåëüíûé êîä äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðà ñ
ñîòíåé òûñÿ÷ ïðîöåññîðîâ.

I Ìóëüòèãðèä ìîæåò îáåñïå÷èòü òàêóþ ýôôåêòèâíîñòü.

Ìîòèâàöèÿ (ïî÷åìó ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä?)
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü (O(N) îïåðàöèé) +
ðåàëèçàöèÿ íà ïðèíöèïàõ ëîãè÷åñêîé ïðîñòîòû =>
ïàðàëëåëüíàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü



Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

 



Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

Q = Sp · (I − P · A−1H · R · Ah) · Sp

Îñíîâíûå ýëåìåíòû â äâóõñåòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè

Ñåòêè: Gh,GH

Îïåðàòîðû:
P � èíòåðïîëèðîâàíèÿ ñ ãðóáîé ñåòêè íà ïîäðáíóþ,
R � ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ ïîäðîáíîé ñåòêè íà ãðóáóþ
P = R∗ � ñîïðÿæåííîñòü, âàæíî!
AH � ðåäèñêðåòèçàöèÿ íà ãðóáîé ñåòêå
Sp � ñãëàæèâàòåëü, p � ÷èñëî ñãëàæèâàþùèõ øàãîâ



Îïåðàòîðû ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà

I Îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ.
Ïóñòü (xH1 , y , z), (xH2 , y , z) � äâà ñîñåäíèõ óçëà ãðóáîé ñåòêè,
ëåæàùèå íà îäíîé ëèíèè. Ìåæäó íèìè ëåæèò m óçëîâ h−ñåòêè:
(xh1 , y , z), ... , (xhm, y , z).

Òîãäà u(xhk , y , z) = (1− d) · UH(x
H
1 , y , z) + d · UH(x

H
2 , y , z),

d = (xhk − xH1 )/(xH2 − xH1 ), k = 1, ...,m.

I Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Ïðèìåíåíèå R ê ñåòî÷íîé ôóíêöèè uh(x):

UH(x) =
1

4
· [uh(x − hx) + 2uh(x) + uh(x + hx)].

Îáîáùàåòñÿ äëÿ 2D è 3D.

I Ñãëàæèâàòåëü Sp � ÿâíûå èòåðàöèè.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòà: íîâîå èòåðàöèîííîé
ïðèáëèæåíèå y j íàõîäèòñÿ ÿâíûì îáðàçîì

y j = y j−1 − ωj(Ah · y j−1 − fh), j = 1, ..., p,

ãäå y0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.



Îáùàÿ ñõåìà ìóëüòèãðèäà: Ahu = fh, h↔ H

Ïîñòðîåí íàáîð ñåòîê; ïåðåõîä h←→ H ∼ 2h ÷ 4h.
Îïåðàòîðû: èíòåðïîëÿöèÿ P, ñáîðêà R, ñãëàæèâàòåëü Sp,
AH � ðåäèñêðåòèçàöèÿ.
Íà h−ñåòêå çàäàíà èòåðàöèÿ um: ïåðåõîä ê um+1 � 3 ýòàïà.

1. Ñãëàæèâàíèå äî êîððåêöèè: um = Sp um, µ1 ≥ 0.

2. Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ.
Ïî gh = bh − Ahum íàõîäèì íåâÿçêó gH = R g íà H− ñåòêå;
ðåøàåì óðàâíåíèå AHδH = gH äëÿ ïîïðàâêè δH .
Íàõîäèì ïîïðàâêó δh = PδH è êîððåêöèþ: ũm = um + δh.

3. Ñãëàæèâàíèå ïîñëå êîððåêöèè: um+1 = Sp ũm, µ2 ≥ 0.
Èòîã: u0 → um = Qmu0 + (I−Qm)A−1

h bh,

( h,H) ïðåäñòàâëåíèå:

Q = Sp (I− PA−1
H R Ah) Sp .



Îïåðàòîðû ìåæñåòî÷íûõ ïåðåõîäîâ: ïðîåêòèðîâàíèå R ,

èíòåðïîëèðîâàíèå P .
Ýòè îïåðàòîðû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

I mP +mR > d

mP � ïîðÿäîê îïåðàòîðà P
(def: åñëè P òî÷åí íà ìíîãî÷ëåíàõ äî ïîðÿäêà k, òîãäà
mP = k + 1)

mR � ïîðÿäîê îïåðàòîðà R (de: mR = mR∗ )

d � ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (=2 )

I Íåâÿçêà äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà ïîñòîÿííîé c ≡ 1 íà
êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå â ñëó÷àå âûðîæäåííîé çàäà÷è
Íåéìàíà( a = 0, −κ∂u

∂n = γ, )

(fhi − Ahiuhi , c) = 0, c ≡ 1, i - íîìåð ñåòî÷íîãî óðîâíÿ

Îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ P : � òðèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, mP = 2
Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ R : R = P∗, mR = 2



Ñòàíäàðòíîå ñãëàæèâàíèå

Òî÷å÷íàÿ èëè ãðóïïîâàÿ ðåëàêñàöèÿ,ò.å. òî÷å÷íûé è áëî÷íûé
ìåòîäû Ãàóññà-Çåéäåëÿ.
Ïåðåíóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ:
- ÷åðíî-áåëîå 3D óïîðÿäî÷èâàíèå äëÿ òî÷å÷íîé ðåëàêñàöèè,
- ÷åðíî-áåëîå 2D óïîðÿäî÷èâàíèå ëèíèé äëÿ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè,
- ÷åðíî-áåëîå 1D óïîðÿäî÷èâàíèå ïëîñêîñòåé äëÿ (x , y)�ðåëàêñàöèè.
Ðàñ÷åò íåèçâåñòíûõ â ãðóïïàõ:
- äëÿ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè � ïðîãîíêîé,
- äëÿ (x , y)�ðåëàêñàöèè äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè íóæíî ðåøàòü
ñèñòåìó 2D óðàâíåíèé.
- Äëÿ àíèçîòðîïíîãî îáùåãî 3D ñëó÷àÿ íóæíî ðåàëèçîâàòü
ðåëàêñàöèþ ïî ïëîñêîñòÿì (x , y), (y , z) è (x , z) ïîïåðåìåííî.

Íóæíî ïåðåêðàøèâàíèå íåèçâåñòíûõ íà ýòàïàõ ïðåä- è ïîñò-
ñãëàæèâàíèÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè èòåðèðóþùåãî
îïðàòîðà.
Íå ïîäõîäèò äëÿ ýôôåêòèâíîé ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè



ßâíî-èòåðàöèîííûå ÷åáûøåâñêèå ñãëàæèâàòåëè

Ïåðâûé: Sp = Sp(Ah) ≡ Fp(Ah) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà 1 ðîäà
Ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî ìíîãî÷ëåíà

Tp(x) = cos(p arccos x), |x | ≤ 1; Tp(x) = cosh(p Acoshx), |x | > 1,
íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ íà [−1; 1].

Äëÿ îòðåçêà [a; b] � çàìåíà ïåðåìåííûõ x = 0.5 · (a+ b)− (a− b) · t.
Ïðåäïîëîæåíèå: ñïåêòð Ah ëåæèò íà [λmin, λmax ] è åãî ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè:
[λmin; λ∗

min) � íèçêî÷àñòîòíóþ,
[λ∗

min; λ∗
max ] � âûñîêî÷àñòîòíóþ.

Ãðàíèöû ñïåêòðà � ñâîè äëÿ êàæäîãî ñåòî÷íîãî óðîâíÿ.
Òåì ñàìûì âñå cîáñòâåííûå ôóíêöèè ðàçäåëÿþòñÿ íà ãëàäêèå è
íåãëàäêèå ìîäû.
Òîãäà ýôôåêòèâíûé ñãëàæèâàòåëü � îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí Fp(Ah),
Fp(λ) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà íà [λ∗

min; λmax ], Fp(0) = 1.
max | Fp(λ) | íà [λ∗

min; λmax ] çàâèñèò îò p.
Íà íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòè: | Fp(λ) |< 1.
Íóæíà îöåíêà λ∗

min. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå λ∗
min = λmax/6



Âòîðîé ñãëàæèâàòåëü � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ËÈ-Ì: LIM(p) = LIM(p, λ∗
min, λmax)

Sν = (I − G 2
p )(I + τAh)

−1,

ãäå ν = 2p − 1.
Çäåñü Gp(λ) � ïîëèíîì ×åáûøåâà 1 ðîäà, íàèìåíåå óêë. îò íóëÿ íà
îòðåçêå [λ0; λmax ]:

λ0 = λmax
z1 − 1

z1 + 1
∈ [−1

τ
; 0], τ =

1

λ∞

(⌈
16p2

π2

⌉
− 1

)
è z1 = cos

π

2p
,

íîðìèðîâêà: Gp(−1
τ ) = 1. Íà îòðåçêå [0; λmax ] :

|Gp(λ)| ≤ 1, |Sν(λ)| ≤ 1, |Gp(λ)| ≤ 1,

ïðè÷åì Gp(0) = 0.



Ñðàâíåíèå ÷åáûøåâñêèõ ñãëàæèâòåëåé: ïîëèíîìèàëüíîãî è

äðîáíî-ðàöîíàëüíîãî ËÈ-Ì.
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Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ
A1uxx + A2uyy + A3uzz = f (x , y , z) (x , y , z) ∈ [0, 1]3,
Óñëîâèÿ Äèðèõëå, ñåòêà: 1283, ÷èñëî ñåòî÷íûõ óðîâíåé: 5
Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü: tol = 10−7

Õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè. ×åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëè

×åáûøåâñêèé ËÈ-Ì
ñãëàæèâàòåëü

Ñëó÷àé A1 A2 A3 m
∑

p ρ m
∑

p ρ èëè ρ∗

1 1 1 1 9 36 0.176 9 54 0.157
2 100 1 1 10 200 0.193 6 252 0.110
3 100 100 1 11 286 0.238 5 290 0.151
4 10000 100 1 10 1020 0.223 3 702 0.003∗

m � ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé∑
p � ïîëíîå ÷èñëî ïðåä- è ïîñò- ñãëàæèâàþùèõ øàãîâ

ρ � îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè



Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2: óðàâíåíèå Ïóàññîíà íà àíèçîòðîïíûõ ñåòêàõ.

4 óðîâíÿ, tol = 10−6, ×åá. ñãëàæèâàòåëü ñ àäàïòàöèåé è áåç

×åá. ñãëàæèâàòåëü Àäàïò. ÷åá. ñãëàæèâàòåëü

Ñåòêà, àñïåêòíîå m Σp âðåìÿ m Σp âðåìÿ
îòíîøåíèå ñåê. ñåê.

323 80 10 1040 0.45 7 464 0.23
643 160 8 1696 6.0 6 756 6.8
1283 320 9 3834 120 8 2118 175
2563 640 10 8560 2215 8 3630 1007



Ïðàêòè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü, 64 ïðîöåññîðîâ Ê-100

512 4096

 

3D

ideal

Ðàñ÷åò íà ñåòêàõ 1283, 2563, 5123, 10243, 20483.
Åäèíèöó ìàñøòàáà ïî îñè àáñöèññ � ðàçìåð ïåðâîé ñåòêè: 1283;
Åäèíèöà âðåìåíè ïî îñè îðäèíàò � âðåìÿ ðàñ÷åòà íà ïåðâîé ñåòêå.



Ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå:
t64
tM

, Ñåòêà 10243

64 512 4 096
1
8

64

 

 

3D

ideal

Âèðòóàëüíàÿ òîïîëîãèÿ ïðîöåññîðîâ: 3D, MPI, "Ëîìîíîñîâ"
Ñêîðîñòü c÷åòà ≈ 10−9 ñåê. íà óçåë äëÿ 4096 ïðîöåññîðîâ
t64 � âðåìÿ ñ÷åòà íà 64 ïðîöåññîðàõ
tM � âðåìÿ ñ÷åòà íà M ïðîöåññîðàõ



Ìàñøòàáèðóåìîñòü: Blue Gene Intrepid � 38 Top500

×èñëî ÿäåð ñåòêà âðåìÿ âðåìÿ ñ÷åòà

ñ÷åòà,ñåê. íà óçåë,ñåê.

8192 5123 2.27 1.6e-8

131072 10243 3.79 3.5e-9
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